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　　摘　要 : 　表面积分方程已被广泛地用来分析电磁散射问题 ,但在离散的内谐振频率点上 ,用矩量法求解积分方

程将得到错误的结果.本文基于电场积分方程 ,应用奇异值分解找出谐振模电流 ,并采用正交化方法将其舍去 ,从而得

到非谐振模电流的分布.文中计算了一无限长理想导体圆柱内谐振时的散射截面 ,所得结果与解析解一致 ,并对一无

限长理想导体三角柱的前向散射截面进行了计算 ,结果表明本文方法是有效和准确的.
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Abstract :　Surface integral equation formulations have been widely used for the analysis of electromagnetic scattering

problems ,however ,the wrong calculated results will be given using the method of moments at the discrete resonant frequen2
cies. In this paper ,based on the electric field integral equation ,the singular value decomposition technique is used for finding

out the current of the resonant mode ,and the current distribution of the non2resonant mode can be obtained by filtering out

the resonant mode current using the orthogonalized method. The scattering cross section is calculated for an infinitely long ,

perfectly conducting circular cylinder at the interior resonance ,and the obtained results are in good agreement with the analyt2
ical results. The forward scattering cross section of an infinite isosceles triangular cylinder is also calculated. It is shown that

the present method is valid and accurate.
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1　引言
　　当入射波频率与散射体外形相同的空腔 (腔表面为理想

导体 ,腔内填充外部媒质)谐振频率相同时就会发生谐振 ,称

为内谐振.在此频率的入射波激励下散射体表面将产生谐振

模电流和非谐振模电流 ,谐振模电流不产生散射场 ,只有非谐

振模电流才产生散射场.在谐振频率点上 ,用于分析电磁散射

问题的电场积分方程 ( EFIE)和磁场积分方程 (MFIE)都不能

给出正确解 ,因为此时若利用矩量法进行数值求解 ,系数矩阵

成为变态 ,即使能由变态矩阵方程求出散射体表面的电流分

布 ,所得的结果也是不正确的 ,因为此电流为谐振模电流和非

谐振模电流两部分之和.为此 ,人们提出了一些消除内谐振的

方法 ,诸如 :组合场积分方程 [1 ] (CFIE)法、组合源积分方程[2 ]

(CSIE)法、扩展的电磁场积分方程[3 ]法、最小范数解[4 ]等 ,每

种方法都有其缺点和适用范围 ,如 CFIE法虽然保证了解的

唯一性 ,但 (1)需要同时计算 EFIE和 MFIE的阻抗矩阵 , (2)

任意常数α的选择没有确定的规范 , (3)不适用于计算由空腔

和薄平板构成的一类散射体 ;扩展的电磁场积分方程法在应

用矩量法求解方程时 ,与使用 EFIE和 MFIE相比 ,矩阵元素

计算复杂 ,需要的存储单元多.本文从 EFIE出发 ,利用奇异

值分解找出矩阵方程中系数矩阵的最小奇异值及其对应的特

征向量 (谐振模电流) ,并将谐振模电流滤除掉 ,从而得到散射

体表面上产生散射场的电流分布.应用这种方法我们对无限

长理想导体圆柱和三角柱内谐振时的电流分布和散射截面进

行了计算 ,以证实本文方法的正确性和有效性.

2　基本理论和方法[ 5 ,6]

　　EFIE不仅形式简单 ,而且理论上在谐振频率点的散射场

可由其唯一确定 ,同时它还适合于分析由腔体和薄平板构成

的一类散射问题 ,所以本文选择 EFIE来分析内谐振时目标

的散射问题.

用矩量法可将 EFIE化成如下形式的矩阵方程 :

ZJ 0 = E (1)
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式中 Z为 N ×N 维阻抗矩阵 ,如果选择相同的基函数和检验

函数 ,则该阻抗矩阵为复对称矩阵[7 ] . J 0、E为 N 维列向量 ,

分别代表待求电流和入射场.由于 Z不是 Hermite矩阵 ,其特

征向量不正交 ,因而不能用一个酉矩阵将其对角线化 ,但用两

个 N ×N 维的酉矩阵 U和 V可将其对角线化 ,即

U H ZV = D (2)

式中上标 H表示 Hermite共轭 , D 为一个对角线矩阵 ,其对

角线元素称为 Z的奇异值 ,用σn ( n = 1 , 2 , ⋯, N )表示 ,选择

U和 V可使σn 为非负实数 ,沿对角线按递减顺序排列 ,即σ1

Εσ2 Ε ⋯σN > 0 .

根据酉矩阵的性质 ,由式 (2)可得 Z的奇异值分解

Z = UDVH (3)

式中 U的列向量为 ZZH 的标准正交化特征向量 , V 的列向

量为 ZH Z的标准正交化特征向量.且

ZZH = UDV HVD HU H = UD2 U H (4)

ZH Z = VD HU HUDVH = VD2 VH (5)

可见 ZZH和 ZH Z是 Hermite矩阵 ,它们的特征值为 Z的奇异

值的平方 ,即σ2
n .

根据奇异值分解 ,式 (1)可写成

J 0 = VD - 1 U H E (6)

当 D - 1不存在时 ,上式就没有意义 ,然而由于矩量法存在截

断误差和数值计算引起的数值误差 ,实际上 Z不会有精确的

零奇异值 ,但是在内谐振频率点 , Z的最小奇异值σN 很小 ,这

意味着 D - 1中的相应元素σ- 1
N 很大 ,而 U H E的第 N 个元素

很小 ,所以σN 或 U H E的第 N 个元素的一个小误差将会引起

J 0 的很大误差.因此数值计算时必需进行修正.

大家知道 :事实上 V的每一个列向量是电流的一个正交

模 , V的第 N 列就是谐振模电流 ,所以当σN 小于某一个值

时 ,用零代替σ- 1
N ,可使 J 0 与 V 的第 N 列正交 ,即使电流与

谐振模电流正交.正是这种正交化处理使谐振模电流得以去

除 ,从而得到非谐振模电流的分布 ,进而确定目标在内谐振点

上的散射截面.

3　数值计算和结果

　　为了验证本文方法的正确性 ,我们首先讨论 TM极化平

面波垂直入射到无限长理想导体圆柱上的散射问题.相应的

电场积分方程为 :

　　kη
4∫

c

J z (ρ′) H (2)
0 ( k|ρ- ρ′| ) dl′= Ei

z (ρ) ,ρ在 C上 (7)

式中 C为圆柱截面的周线 , J Z为导体表面上的电流密度 , Ei
z

为入射电场 , H (2)
0 为第二类零阶 Hankel函数 ,ρ和ρ′分别表

示场点和源点的位置矢量 , k、η分别为自由空间波数和波阻

抗.

应用矩量法[8 ]可将式 (7)的 EFIE化成式 (1)所示的矩阵

方程 ,计算中我们选择脉冲函数作为基函数 ,δ函数作为检验

函数 ,圆柱的圆周被等分为 128 段 ,频率为无限长圆柱腔

TM22模的谐振频率 ka = 81417.由于矩量法存在截断误差和

数值误差 ,对阻抗矩阵 Z进行奇异值分解 ,我们发现 :在该谐

振频率点上 ,矩阵 Z的σN 不是最小 ,而在 ka = 814291317时

才达到最小 ,即发生数值谐振 ,此时 Z的奇异值为

σ1 = 59219430 ; 　　σ126 = 3112732 ;

σ127 = 010321 ; 　 　σ128 = 010321.

(8)

可见σ127、σ128为最小奇异值 ,对应的特征向量为谐振模电流 ,

令σ- 1
127、σ

- 1
128等于零 ,使谐振模电流与表面电流正交.

图 1　( a)谐振时圆柱上的电流分布 ; ( b)修正后圆柱上的电流分布

图 1 ( a) 、( b)分别表示内谐振时圆柱面上未修正和修正

后的电流分布 ,电流密度的振幅已对入射磁场归一化.由图 1

可见 :产生散射场的电流已完全被谐振电流遮掩.这一事实证

明 ,若不对这个电流分布进行修正 ,不可能求得正确的目标的

散射截面.图 2表示根据圆柱面上修正后的电流分布计算得

到的双站散射图 ,并与解析解计算公式[9 ]

σ=
4
k ∑
∞

n = - ∞

Jn ( ka)

H
(2)
n ( ka)

e jnφ
2

(9)

得到的结果进行了比较 ,结果表明两者吻合良好.

另外 ,我们还对无限长理想导体三角柱 (见图 3)的前向

散射截面进行了计算.三角柱的横截面周界被等分为 180段 ,

计算频率为无限长三角柱腔 TM12模的谐振频率 a/λ= 5/ 2

= 111180 ,计算表明实际的数值谐振频率为 a/λ= 111197 ,此

时 Z的奇异值为

σ1 = 53911153 ;σ179 = 911339 ;

σ180 = 010030
(10)

在数值谐振频率点附近 , a/λ每隔 01000005计算一次三角柱

的前向散射截面 ,图 3给出了三角柱前向散射截面与 a/λ间

的关系 ,由图可见 : (1)在数值谐振频率点及其附近 ,由于谐振
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模电流的存在 ,由表面总电流计算出的前向散射截面比实际

值大 , (2)离开数值谐振频率点一段间隔后 ,不需对表面电流

进行修正即可得到正确结果.

4　结论

　　本文给出了一种基于奇异值分解来求解目标内谐振时散

射截面的方法.文中将奇异值分解技术应用到基于 EFIE的

矩量法中 ,从而确定系数矩阵中的最小奇异值及其对应的谐

振模电流 ,然后利用正交化处理将不产生散射场的谐振模电

流滤除掉 ,以得到散射体表面上产生散射场的电流分布 ,消除

了内谐振的影响后 ,使 EFIE在所有频率点上的解都是正确

的.从文中两计算实例可以看出 :

(1)由于只使用了 EFIE ,不需 MFIE ,所以与 CFIE法、扩

展的电磁场积分方程法相比 ,本文中矩阵元素的计算时间和

存储单元均要少得多 ;

(2)由于矩量法存在截断误差和数值误差 ,数值谐振频率

偏离了实际的谐振频率 ,所以计算时需要找到数值谐振频率

点 ,否则将造成最后的计算误差 ;

(3)在数值谐振频率点及其附近 ,都需要进行数值修正 ,

才能得到正确的结果 ;

(4)基于修正电流得到的散射截面对谐振不敏感.

图 3　三角柱的前向散射截面
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